Heisenbergin
epatarkkuusperiaate

80 vuotta

- Werner Heisenbergin ajatukset voidaan
vihdoin johtaa kvanttimekaniikan teoriasta

Johdanto

Heisenbergin epétarkkuusperiaate,
jota paikkaa ja liikkem#drad koskeva
epayhtilo

AQ-Ap 2 h @)

symboloi, on ehki vield nykyddnkin
kvanttimekaniikan tunnetuin yksittéi-
nen erityispiirre. Tdmén periaatteen
lahtokohtaa kuvaillaan usein seuraa-
villa intuitiivisilla, teorian puitteissa
helposti tdismennettivilld mahdotto-
muustuloksilla:

(a) Paikalla ja liikemddrdlld ei
voi olla samanaikaisesti tdsmdillisici
arvoja.

(b) Paikkaa ja liitkemdidirdidi ei
voida mitata samanaikaisesti.

(¢) Paikan mittaus vdlttdmdittd
muuntaa systeemin litkemddrdd, ja
pdinvastoin.

Kuuluisassa vuoden 1927 artikke-
lissaan [1] Werner Heisenberg
(1901-1976) keksi nime#dn kantavan
epayhtédlon (1) luonnehtimaan niitd
operationaalisia mahdollisuuksia, jot-
ka kvanttimekaniikka rajoituksista (a),
(b) ja (c) huolimatta pité4 sisdlladn:

(A) Epdyhtdilo (1) kuvaa mah-
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dollisuuksia preparoida systeemi
paikan ja liikemddrdn hajontojen
AQ ja Ap osalta.

(B) Epdivhtdilo (1) kuvaa mitta-
ustarkkuuksia AQ ja Ap, joiden
puitteissa paikka ja liitkemdidrd voi-
daan yhdessd mitata.

(C) Epdiyhtdlo (1) kuvaa tark-
kuudella AQ suoritetun paikan mit-
tauksen vddjddmdittd aiheuttamaa
hdiriotd AP liitkemdicircicin.

Esittelemme artikkelimme aluksi
ne uranuurtajakvanttimekaniikan si-
séltdmat tunnetut tulokset, jotka liit-
tyvit epitarkkuusperiaatteen muotoi-
luun.!

Témién jélkeen esittelemme ehto-
jen (B) ja (C) kvantitatiivisessa ana-
lyysissa tarvittavan teorian laajen-
nuksen. Artikkelin viimeisessd jak-
sossa kuvailemme ehtoihin (B) ja (C)
liittyvét melko tuoreet matemaattiset
tulokset, joiden mukaan epayhtidlon
(1) kaltainen relaatio on riittéva ja
vilttaméton ehto puheena oleville
mahdollisuuksille.

Témad artikkeli pohjautuu kirjoi-
tukseen [2], joka sisdltdd yksityiskoh-
taisemman ja kattavamman katsauk-

sen paikan ja liikemddrdn epatark-
kuusperiaatteen kysymyksiin ja vii-
meaikaiseen kehitykseen. Arkhime-
deksen sivuilla asiaa on aiemmin tar-
kasteltu mm. artikkelissa [3]; nyt k&-
silld oleva kirjoitus pdivittdd timén
artikkelin.

Koska aiheenamme on paikan ja
liikemé&dran epatarkkuusrelaatio ja sen
tulkinta, tyydymme tarkastelemaan
vain yhden vapausasteen fysikaalista
systeemid, jonka kvanttimekaniikan
mukainen kuvaus annetaan neli6lli-
sesti integroituvien funktioiden muo-
dostamassa Hilbertin avaruudessa,
Lebesguen funktioavaruudessa

L?(R). Paikka- ja liikeméirdoperaatto-
rit Q ja P ovat tlldin tutut itsead-
Jjungoidut multiplikatiivi- ja differenti-
aalioperaattorit (Qu)(X) = x¥(X) ja

(Py)(x) = —ihy (x) . Niitd ope-
raattoreita vastaavat spektraalimitat
Q ja P ovat paikkasuure ja liikemé&a-
rasuure. Esimerkiksi paikkasuureen
Q reaalilukujoukkoon (Borelin jouk-
koon) X < R liittdma spektraalipro-
jektio Q(X) onjoukon X karakteris-
tisella funktiolla Xx kertomisoperaat-

tori, eli (Q(X)¥)(X) = xx (9P(¥) -

'Tarkoitamme uranuurtajakvanttimekaniikalla sitd kvanttimekaniikan muotoilua, joka hahmottui teorian padarkkitehtien
toissd ja joka kiteytyi John von Neumannin (1903—1957), Paul Diracin (1902—1984), ja Wolfgang Paulin (1900—-1958)
kuuluisissa monografioissa vuosilta 1932, 1930, ja 1933.

ARKHIMEDES 3/2007

11



Koska litkemé@drd synnyttdd paikkasiir-
toja ja paikka/massa nopeussysdyksii,
suureiden Q ja P vililld on Fourier’n-
Plancherelin yhteys: P = F'QF .2
Erityisesti, jos 1 € L?(R) on yksikko-
vektori, niin todenniko6isyysmitat

X -p2(X)=($QX)Y) = [, |w(x>| o
Y Bl ()= (P = [ | Fo)) dy
antavat paikan Q Jalukemaaran P mit-
taustulostodennzkoisyydet tilassa .

Perinteinen
oppikirjalahestymistapa

Tapaus (a-A):
preparointeja koskeva ehto
Paikka ja liikemé@ard ovat jatkuvia suu-
reita, joten niilld ei voi sanoa olevan
tarkkoja arvoja: mille tahansa vektoriti-
lalle % ja mille tahansa luvulle Xe R
saadaan p¢ ({x})=0, ja vastaavasti
P :lle. Sen suaanjokalsta lukua Xxe R
japositiivilukua € > O kohti on olemassa
tiloja ¢ joille PY ((X—€,X+¢))=1.
Téassd mielessd kvanttiobjektin paikka
jaliikem&drd voidaan erikseen méadrit-
tad mielivaltaisen tarkasti. Systeemi
voidaan valmistaa tilaan, jossa esimer-
kiksi paikan mittaus varmuudella tuot-
taa tuloksen halutun luvun Xe R
mielivaltaisen pienestd ymparistosta
(x—€,x+€). Tila ¢ voidaan erityi-
sesti valita niin, ettd todennakoisyy-
den pS keskiarvo <1/1|Qw> on annettu
luku xjahajonta A(Q,%)onmielival-
taisen pieni.

Paikan ja liikem&éran Fourier’n-
Plancherelin yhteydestd seké
Cauchyn-Schwarzin epédyhtélostd seu-
raa perusoppikirjoista tuttu tulos: jo-
kaisessa tilassa 1 paikan ja liikeméaa-
ran mittaustulostodenndkdisyyksien
pJ ja pf hajontojen A(Q,7) ja
A(P,v) tulolle on voimassa relaatio

A(Q,w)A(P,w)zg. @

Tama preparointeja koskeva epi-
yhtél6 on Heisenbergin epétarkkuus-
periaatteen yksi tirked ilmentymad ja
sen tdsmillinen sisdltd on tunnettu jo
kvanttimekaniikan alkuvuosista asti.
Epédyhtdlo viittaa erikseen suoritettui-
hin paikan ja liikkem&dran mittauksiin.
Tilannetta voidaan ajatella esimerkik-
si niin, ettd suuri joukko identtisig,
toisistaan riippumattomia kvanttiob-
jekteja on preparoitu samalla tavoin.
Joukko jaetaan kahteen osaan, joista
toiselle osajoukolle suoritetaan pai-
kan mittaus ja toiselle litkemdaran mit-
taus. Epayhtdlo (2) sitoo ndin saadut
mittaustulostilastot toisiinsa.

Tapaus (b-B):
mittaustarkkuuksia
koskeva ehto
Vuoden 1925 mullistavassa kvantti-
mekaniikan ldpimurtoty§ssdén [4]
Heisenberg 16ysi paikka- ja liikemda-
rdsuureille matemaattiset esitykset,
jotka Max Born (1882-1970) ja Pas-
cual Jordan (1902—1980) vélittomasti
identifioivat matriiseiksi [S]. Néille
matriiseille oli voimassa kommutaa-
tiorelaatio QP — PQ =i#l . Timiin
ymmérrettiin heti tarkoittavan rajoi-
tuksia paikan ja liikkem#drén samanai-
kaiselle mittaamiselle ja médrittelylle.
John von Neumannin johdonmukai-
nen kvanttimekaniikan matemaattis-
késitteellinen analyysi vuosilta 1927—
32 osoitti muun muassa sen, ettd kak-
si itseadjungoituna operaattorina esi-
tettdvad fysikaalista suuretta voidaan
mitata yhdessé tarkalleen silloin kun
ne kommutoivat keskendén. Talle tu-
lokselle saatiin my6hemmin useita
ekvivalentteja muotoiluja. Erddn kehi-
tyskulun péétepisteend voidaan mai-
nita Kari Ylisen tulos [6]: kahden
itseadjungoidun operaattorin A ja B
spektraaliprojektioiden A(X)ja
B(Y)sekd yksikkdvektorin ) mrit-
telemd joukkofunktio

2Sisdllytdmme Diracin vakion # muunnokseen F .
Tassd A(X)AB(Y)on projektioiden A(X)ja B(Y)leikkaus, siis projektio projektioiden A(X)ja B(Y)
maédrittelemien suljettujen aliavaruuksien leikkaukselle.
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X XY 5 ($|A(X)AB(Y)y) laaje-
nee todennékoisyysmitaksi silloin ja vain
silloin kun + kuuluu A :n ja B :n
kommutointialueseen com (A, é) ts.
A (X)B(Y)y = B (Y)A (X ) kai-
killa (Borelin) joukoilla X,Y c R .}

Paikan ja litkemé&drin tapauksessa
niiden epdkommutatiivisuus ilmenee
tietysti jo relaatiossa le— Isé =inl.
Sen sijaan niiden tdydellinen epé-
kommutatiivisuus, com (Q, FA’) ={0},
saadaan sekd epdyhtilostd (2) ettd
rajoitetuille vileille X,Y < R saata-
vasta relaatiosta Q(X)AP(Y)=0
joka ilmaisee sen tunnetun Fourier’n
muunnoksia koskevan tuloksen, etti
nollasta eridvdn kompaktitukisen
funktion Fourier’n muunnoksen tuki
on koko reaalisuora.

Relaatio (2) on mittaustulostilas-
toja koskeva ehto. Erityisesti luku
A(Q,%)ei luonnehdi yksittdisen

Q -mittauksen tarkkuutta. Se, ettd
fysikaalisen suureen hajonta jossakin
tilassa 1 eroaa nollasta ei tarkoita,
ettd tdmén suureen mittaus kyseises-
sd tilassa olisi epdtarkka. Kvanttime-
kaniikan todennédkdisyydet eroavat
klassisen teorian todennékdoisyyksis-
td juuri siind, ettd ne eivét ole luon-
teeltaan episteemisii.

Von Neumannin muotoilema
kvanttimekaniikka ei sisdlld epatarkan
mittauksen kisitettd. Jokainen itsead-
jungoitu operaattori vastaa tarkkaa
mittausta, joten tdssi teoriassa Hei-
senbergin epitarkkuusrelaatioilleen
ehdottamaa mittaustarkkuustulkintaa
ei voitu johdonmukaisella tavalla k-
sitelld. Fyysikkojen laajemmin suosi-
man Paul Diracin kvanttimekaniikan
muotoilu ei tdssd suhteessa tuonut
asiaan mitdédn uutta valaistusta. Vaik-
ka siis tulos (b) tunnettiin hyvin ja
tulkinta (B) oli monella tavalla intuitii-
visesti selvé, ei sen yksityiskohtaista
kasittelyd osattu vield suorittaa.
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Tapaus (c-C):
tarkkuus-hairié-ehto
Kvanttimekaniikan alkuvuosista ldh-
tien oli myos selvéd, ettd mittaus
yleensd muuntaa mittauskohdettaan,
jopa ennakoimattomalla tavalla. Tama
tuli selkedsti esille jo von Neumannin
muotoilemassa kvanttimekaniikan
mittausteoriassa, joka sisélsi projek-
tiopostulaattina tunnetun mittauksen
synnyttdmén tilamuunnoksen: jos
diskreetin suureen A mittaus vektori-
tilassa ¢ tuottaa tulokseksi ominais-
arvon g, niin mittauksen seurauksena
tamd tilavektori muuntuu tilavektoriksi
Ru/|Ru]. missa B, = A(fa, )on
kyseinen ominaisprojektio. Téllaises-
sa mittauksessa A :n kanssa kommu-
toimattomien suureiden mittaustulos-
todennikoisyydet muuttuvat.
Vaikka paikka ja likkemé&ard jatku-
vina suureina eivét tarkkaan ottaen
mahdollista yllakuvatun kaltaista mit-
tausta, voidaan von Neumannin ke-
hittdmén mittausteorian puitteissa
yleisesti muotoilla suureen A mitta-
uksen aiheuttama muutos systeemil-
1. Téllainen muutos voidaan vaihto-
ehtoisesti kuvata tilan muuntumisena
(Schrodingerin esitys) tai muiden
suureiden muuntumisina (Heisenber-
gin esitys). Télloin voidaan osoittaa,
ettd paikan mittaus muuntaa Heisen-
bergin esityksessa liikemaérad niin,
ettd tdmd “muuntunut”, tai hiiritty”,
lilkkem#drd on itseasiassa paikkasuu-
reen funktio. TAm4 tarkoittaa sitd,
ettd paikan mittauksessa kaikki liike-
médrdd koskenut informaatio katoaa.
Paikan mittauksen on valttdméttd ol-
tava epdtarkka, jotta liikem&dréan liit-
tyvéd informaatiota voisi sdilyd. Mut-
ta tdlloin ajaudutaan taas uranuurta-
jakvanttimekaniikan ulkopuolelle.

Teorian laajennus

Kvanttimekaniikan fysikaalinen pe-
rusta on mittaustulostodennikoi-
syyksissi: teoria antaa algoritmin
laskea todenndkdisyyden, jolla anne-
tun suureen mittaus annetussa tilas-
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sa tuottaa tietyn tuloksen. Tét4 aja-
tusta seuraten von Neumann osoitti
vuonna 1929, etti juuri hypermaksi-
maaliset symmetriset operaattorit,
nykykielessd itseadjungoidut ope-
raattorit, ovat sellaisia, ettd ne yh-
dessd tilavektoreiden kanssa médrit-
televit téllaisia todenndkoisyyksid.
Tamad johtuu siitd, ettd jokaiseen itse-
adjungoituun operaattoriin A liittyy
yksikdsitteinen spektraalimitta A niin,
et kuvaus X - pf (X) = (¢|A(X)¢))
on todennikoisyysmitta kaikilla tila-
vektoreilla . Kun ¢ kiy lapi kaikki
tilavektorit, niin todenndkdisyysja-
kaumat pg midrittelevit suureen
A yksikdsitteisesti.

Von Neumann haki kvanttimeka-
niikan mittaustulosanalyysissddn
sellaista fysikaalisen suureen ope-
raattoriesitystd, ettd timé operaattori
médrittelisi yhdessi tilavektorin
kanssa todenndko6isyysmitan. Téllgin
ratkaisuna on juuri itseadjungoitu
operaattori, eli yhtdpitavésti spekt-
raalimitta. Mydhempi analyysi on
kuitenkin selvisti osoittanut, ettd
vaatimus fysikaalisen suureen ope-
raattoriesityksestd on tarpeettoman
rajoittava. Lisdksi se sulkee pois mo-
nien perustavien kokeiden realistisen
analyysin. Vaatimus, ettd fysikaalinen
suure A jatilavektori ) midrittelevit
todennédkdisyysmitan p:} johtaa sii-
hen tulokseen, ettd A on semispekt-
raalimitta eli normitettu positiiviope-
raattorimitta. Spektraalimitta, eli nor-
mitettu projektiomitta, on sen erikois-
tapaus. Tyypillisesti semispektraali-
mitta madrittelee symmetrisen ope-
raattorin, mutta tima operaattori ei
riitd semispektraalimitan médrittami-
seen. Kuitenkin todenndkoisyydet
p’, madrittelevit aina suureen A yk-
sikéisitteisesti, olipa A spektraali- tai
semispektraalimitta. Tdma laajennus
on oleellisesti perdisin 1960-luvulta ja
sithen pdadyttiin useita eri teitd. Mo-
nografiat[7, 8,9, 10, 11] valaisevat
tdhdn laajennukseen liittyvid nako-
kulmia. Semispektraalimitat ovat
osoittautuneet hyodyllisiksi myds
kvanttilaskennan ja kvantti-informaa-

tion aloilla[12, 13].

Laajentamalla fysikaalisen suu-
reen matemaattinen esitys spektraali-
mitasta semispektraalimitaksi teoriaan
avautuu mahdollisuus kuvata joh-
donmukaisella ja epatriviaalilla taval-
la fysikaalisten suureiden epatarkkoja
mittauksia. Tdma laajennus pita4 si-
sédlladan myods mahdollisuuden kuvata
keskenddn epdkommutatiivisten suu-
reiden yhdistettyjd mittauksia. Nama
molemmat seikat ovat avainasemassa
ehtojen (B) ja (C) analysoinnissa.

Mittaus médrittelee todennakoi-
syysjakaumien pﬁ kautta aina mitat-
tavan suureen A . Samalla tavalla
kahden suureen A ja B yhdistetty
mittaus médrittelee ndiden suureiden
yhdisteen C, siis suureen (semis-
pektraalimitan), jolla on marginaali-
ominaisuudet

P|C(X xR)e) = (1| A(X))

Y[CRXY)Y) = (|B(Y)¢)
kaikilla arvojoukoilla X ja Y seki tila-
vektoreilla 1. Todettakoon, ettd jos
jompi kumpi yhteismitattavista suu-
reista A ja B on spektraalimitta, ovat
suureet A ja B vilttamattd keske-
nddn kommutatiivisia. Tdma tulos
varmistaa paikkaa ja lilkeméaarad kos-
kevan tuloksen (b).

Vastaavalla tavalla kahden suu-
reen A ja B perittdinen mittaus eli
jonomittaus médrittelee yhdistetyn
suureen D, jonka ensimméinen mar-
ginaali on ensin mitattu suure
(DX xR)p) = (¥|A(X)¢) jatoi-
nen marginaali on toiseksi mitatun
suureen muuntunut versio
(DR X)) = <¢\ B(Y)zp> . Jos
ensin mitattu suure A on spektraali-
mitta, niin muuntunut suure (spekt-
raalimitta tai ei) vélttamattd kommutoi
A :nkanssa. Paikan ja liikkeméérin
tapauksessa timd ilmaisee juuri sen
seikan, ettd paikan mittauksen seu-
rauksena liilkemd4rd muuntuu radikaa-
listi.

Semispektraalimitoilla laajennettu
teoria antaa nyt mahdollisuuden ku-
vata esimerkiksi juuri paikan ja liike-
médran epitarkkoja yhteismittauksia.
Téllainen mittaus médrittelee yhdiste-
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tyn suureen C, jonka marginaalitoden-
nékoisyyksistd X g¢|C(X xR)z/;)
jaY > (YIC(RXY)y) mirdytyvit
suureet Q ja P edustavat paikan ja
liikemé&dran epétarkkoja mittauksia.
Maédrittelemélld tassd sopivalla taval-
la epatarkkuudet, siis suureiden Q ja
P poikkeamat suureista Q ja P,
voimme kvantitatiivisesti tutkia kysy-
mystd (B).

Vastaavasti, kun jonomittaukses-
sa suoritetaan ensin esim. paikan
epatarkka mittaus Q , hiin madritta-
milld muuntunut liikeméérd P voim-
me taas analysoida kysymystd pai-
kan mittaustarkkuuden ja lilkkemé&dran
kokeman muutoksen vilisesta riippu-
vuudesta. Koska liikemdérdn kokema
muutos saadaan vertaamalla suureita
P ja P keskendin, on jonomittaus
tdltd osin matemaattiselta muotoilul-
taan identtinen yhteismittauksen kans-
sa. Ndin ollen molempia kysymyksid
voidaan analysoida samalla kertaa.

Paikan ja litkemaaran
epatarkka yhteismittaus

Suureen epatarkka
mittaus: erds muotoilu
Tarkastellaan suureen A mittausta
tilanteessa, jossa kdytdssd oleva mit-
talaite ei ole ehdottoman tarkka. Olete-
taan, ettd mittalaitteen direllisti ero-
tuskykyd voidaan kuvata todennékai-
syystiheysfunktiolla f. Mittalaite
médrittelee kullekin tilalle 1 todenni-
koisyyksien pf\ (X) sijaan funktiolla
f painotetut tai sumennetut todenné-
koisyydet

PO (X) = [ £ ()P (x+ X)dx (3)

Télld tavoin pari (A, f) médritte-
lee suureen A sumean tai epdtarkan
version, jota merkitsemme symbolilla
A" . Matemaattisesti tarkasteltuna
A" on semispektraalimitta.

Kuten aikaisemmin jo totesimme,

14

tarkan (eli spektraalimittana esitetta-
vin) suuren A hajonta A(A,1))saa-
daan sopivalla tilavektorin ¢ valin-
nalla mielivaltaisen pieneksi. Sumean
suureen A" hajonnalle sen sijaan on
voimassa

A(A' 1) = A(A WP +A(F) 24(F), @

joten hajonta on aina vihintdin 44-
rellisestd mittaustarkkuudesta aiheu-
tuvan kohinan A(f)suuruinen.
Niin ollen todenndkdisyystiheyden f
hajonta A(f)voidaan tulkita kuvaa-
van sumean suureen A’ mittauksen
tarkkuutta.

Sumean paikan ja

sumean liikemaaran
yhdistetty mittaus
Epitarkkuuden mukaantuominen
edellisessd jaksossa kuvatulla tavalla
avaa uuden kysymyksen: voidaanko
epitarkka paikka Q' ja epétarkka lii-
kemddrd P mitata yhdessd? Jos voi-
daan, asettaako tdmé chtoja mittaus-
tarkkuuksia luonnehtiville funktioille

Siag?

On ollut jo kauan tiedossa [7],
ettd sumea paikka Q' ja sumea liike-
madrd P° ovat yhteismitattavia jos
epitarkkuusfunktiot f ja g saadaan
jostakin (nelidllisesti integroituvasta)
kompleksiarvoisesta funktiosta ¢ ja
sen Fourier’n muunnoksesta ¢ = F¢
kaavalla

2 ~|12
f=lgf, o= ©

Tillin suureiden Q' ja P9 yhteinen
mittaus voidaan toteuttaa funktioon
¢ liittyvén faasiavaruussuureen mit-
tauksena. Téllainen mittaus voidaan
aina reaalisoida myds jonomittaukse-
na, jossa ensimmadisen suureen mitta-
us on epdtarkka [14]. Yhtédloiden (5)
seurauksena saadaan epétarkkuus-
funktioiden f ja g hajontoja koskeva
epdyhtilo

A(F)-a(@)=ald -l 22 ©

Reinhard Wernerin paikan ja liike-
médran yhteismitattavuuden ongel-
maan uusia nikdaloja avanneen tyon
[15] pohjalta on voitu osoittaa [16],
ettd sumeat suureet Q' ja P9 ovat
yhteismitattavia ainoastaan jos epé-
tarkkuusfunktiot 1 ja g toteuttavat
ehdon (5). Siispé epayhtild (6) on
voimassa kaikissa ndiden suureiden
yhteismittauksissa ja se voidaan si-
ten tulkita mittaustarkkuuksia rajoit-
tavaksi relaatioksi. Vastaavasti (6)
voidaan tulkita myds jonomittauksia
koskevaksi relaatioksi, jossa funktioi-
den hajonnat kvantifioivat ensiksi
mitatun suuren epdtarkkuuden ja sen
aiheuttaman hairion toiseksi mitat-
tuun suureeseen.

Yleinen
epatarkkuusrelaatio
Yhtilossd (3) médritelty sumennettu
todennidkoisyysjakauma on erés
luonnollinen tapa kuvata mittauksen
epatarkkuutta. Kuten edelld ndimme,
tdm4 johtaa sumeiden suureiden yh-
teismittauksia rajoittavaan epdyhti-
166n (6). Kysymystd paikan ja liike-
médrdn epétarkasta yhteismittaukses-
ta voidaan tarkastella myds yleisem-
maéltd ndkokannalta, jolloin epatark-
kojen mittausten ei tarvitse valttdmét-
td olla kaavan (3) muotoa.
Yleisimmaéssa tapauksessa ldhto-
kohtana on kahden suureen A ja B
yhteismittaus, jossa suureen A mit-
tauksella pyritdan saamaan likimé&a-
rdistd tietoa paikkasuureesta Q ja
vastaavasti suureella B pyritdén ap-
proksimoimaan liilkemdarad P . Tal-
laista mittausta voimme siten kutsua
paikan ja lilkeméérdn epétarkaksi tai
likiméadrdiseksi yhteismittaukseksi.
Suureiden A ja B tarkkuuksia voi-
daan arvioida usealla eri tavalla ja
seuraavaksi késittelemme erdstd mah-
dollista tapaa [14]. Epatarkkuusfunk-
tioiden f ja g hajonnat A(f) ja
A(g)eivit engd sovellu epatarkkuu-
den mitaksi, silld A ja B eivit valtta-
méttd ole muotoa A=Q" ja B=P?.
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Kuten kappaleessa ”Tapaus (a-
A): preparointeja koskeva ehto” tote-
simme, mielivaltaisen pientd vilid

I = R kohden on aina olemassa vek-
toritiloja 1 joille p¢ (1) =1. Taima
ominaisuus ilmentdd paikkasuureen
Q absoluuttista tarkkuutta. Semispekt-
raalimittana esitettdvalld suureella A
ei yleisesti ole téllaista ominaisuutta;
todennékoisyys 1 voi olla epétark-
kuuden takia saavuttamattomissa.
Suureen A tarkkuuden kvantifioimi-
seksi kiinnitimme jonkin varmuusas-
teen 0 <r<lI, joka tyypillisesti on
melko ldhelld ykkostd hyvad approksi-
mointia ajatellen (esimerkiksi »=0.9).
Tarkkuutta voidaan kuvata luvulla

7, (A), joka on pienimman vélin /
pituus jolla todenndkdisyys » on vie-
14 saavutettavissa, ts. on olemassa
vektoritila v, jolle pﬁ(l )>r. Suu-
reille Q ja P saamme % (Q)=% (P)=0,
joka kuvaa juuri ndiden suureiden
ehdotonta tarkkuutta.

Miki tahansa suure A ei kelpaa
approksimoimaan paikkasuuretta Q,
silld A :ntulisi antaa likimaardista
tietoa Q :n mittauksesta. Intuitiivi-
sesti ajateltuna suureen A antamien
mittaustulostodennzkdisyysjakau-
mien pitdisi olla jollakin tavalla [ghelld
suureen Q vastaavia jakaumia. Ma-
temaattisesti muotoiltuna approksi-
moinnin kriteeriksi voidaan valita esi-
merkiksi seuraava ehto, jonka tulisi
olla voimassa kaikilla vektoritiloilla
32 jos [on sellainen vili ettd
pS(1) =1, niin on olemassa (relli-
nen) vili J 21 jolle pf(J)>r .

Pienimmén edellisen approksi-
mointiehdon tdyttavén vélin J pi-
tuuden suhde vélin 7 pituuteen ku-
vaa suureen A kykya approksimoida
paikkasuuretta Q. Selvésti luku

7, (A) antaa alarajan vilin J koolle.
Néin ollen luku %, (A)antaa myos
arvion sille, miten hyvin suure A voi
parhaimmillaan approksimoida suu-
retta Q. Jos esimerkiksi A=Q", niin
luvulle 7, (Qf )saadaan lauseke
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[5] M. Born and P. Jordan. Zur

% (Qf ):irf{a>0 \ rra(J-:wf (X)dx> r}. (7) Quantenmechanik. Z. Phys., 34:858—

XeR

Téssd tapauksessa ¥, (Qf )on siis
hajonnan A( f )kaltainen mitta epa-
tarkkuusfunktion f leveydesta.
Oletetaan nyt, ettd A ja B ovat
sellaisia yhteismitattavia suureita, ettd
A toteuttaa edellisen approksimoin-
tiehdon Q :n osalta ja B toteuttaa
vastaavan ehdon P :n osalta. Tilloin
voidaan osoittaa [17], ettd epdyhtélo

7. (A)-y, B)22zh(2r-1)°  (8)

on voimassa kaikilla %< r<i,
Approksimoivat suureet A ja B ovat
siis vélttamattd epdtarkkoja ja niiden
epatarkkuuksia sitova ehto on Heisen-
bergin alkuperdisen relaation (1) kal-
tainen. Kuten edell4 jo totesimme,
tdma4 tulos soveltuu myos paikan ja
liilkemé@dréan tarkkuus-hdiri6 relaation
kvantifioimiseen.
Voimme siis todeta, ettd Werner

Heisenbergin intuitiiviset ajatukset
(a-A), (b-B), ja (c-C) voidaan jo kaikki
johtaa kvanttimekaniikan perus-
teoriasta.
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